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Zur Stabilitat senkrechter Schmelzzonen
Von W. HEywanc

Aus dem Werkstoff-Hauptlaboratorium der Siemens & Halske AG, Karlsruhe
(Z. Naturforschg. 11 a, 238—243 [1956] ; eingegangen am 7. Februar 1956)

Die Stabilitdtsverhaltnisse stationdrer senkrechter Schmelzzonen, wie sie insbesondere beim tiegel-
freien Zonenziehen auftreten, wurden theoretisch untersucht. Solange keine elektromagnetischen
Krifte wirken, ist die Form der Schmelzzonenoberflaiche aus dem Gleichgewicht zwischen der Ober-
flichenspannung und dem von den Randbedingungen abhingigen hydrostatischen Innendruck be-
stimmt. Bei groBBem Unterschied zwischen oberem und unterem Stabradius tritt ein nahezu horizon-
taler Bercich der Fliissigkeitsoberfliche auf. Hierdurch ist der Innendruck festgelegt, so daB sich die
maximale Lénge der Schmelzzone in guter Ndherung als Funktion der Stabradien angeben laft.
Komplizierter liegen die Verhidltnisse bei gleichem oberen und unteren Stabradius; doch konnte
durch verschiedene Niherungsmethoden ein guter Uberblick iiber den Existenzbereich stabiler
Schmelzzonen in Abhéngigkeit vom Stabradius gewonnen werden.

I. Differentialgleichung

Das tiegelfreie Zonenziehen gewinnt in der Halb-
leitertechnologie steigende Bedeutung ! 2. Es war des-
halb von Interesse, die Stabilitdtsbedingungen senk-
rechter Schmelzzonen theoretisch zu untersuchen 3-4.
Das Abtropfen der Schmelze wird beim freien senk-
rechten Zonenziehen, solange keine elektromagneti-
schen Krifte (z.B. infolge induktiver Heizung) wir-
ken, lediglich durch die Oberflichenspannung ver-
hindert. Dies ist jedoch nur solange moglich, als die
Léange der Schmelzzone einen bestimmten kritischen
Wert nicht iiberschreitet.

Fir die mathematische Behandlung sollen fol-
gende Vereinfachungen vorausgesetzt werden:

a) Es handele sich um zylindrische Stabe.

b) Die Grenzflachen zwischen fliissiger und fester
Phase mogen horizontal verlaufen (Abb.1).

Aufschmelzflache

flassig

Erstarrungsflache

fest
Abb. 1. Schmelzzonenform.

¢) An diesen Grenzflichen' bestehe vollige Be-
netzung, so dal} die Ansatzstelle der Flissig-

1 P. H. Keck u. M. J. E. Goray, Phys. Rev. 89. 1297 [1953].
2 R. Emzis, Z. Naturforschg. 9a. 67 [1954].

keitsoberflache immer an der AuBlenkante des
festen Zylinders liege (Abb.1).

d) Die Dichtednderung

werde vernachlassigt.

beim Schmelzvorgang

Des weiteren sollen nur stationdare Schmelzzonen-
profile betrachtet werden.

Die Differentialgleichung fiir die Form der Ober-
flicke erhélt man am leichtesten aus der Energie-
betrachtung: Die Oberfliche stellt sich so ein, dal}

die Summe aus der Oberflichenenergie
l
E,=2aofrYr?2+1dr (1)
0

(0 spezifische Oberflachenenergie)
und der Volumenenergie im Erdschwerefeld

!
E.=magd[rizdr (2)
0
(d Dichte)

ein Minimum ist. Bei der Wahl der Kurvenform
r(z) zur Minimalisierung von

E = En Hp E\' (3)
mul} so vorgegangen werden, dall das Volumen der
Flussigkeit

1
V=nf[rtde (4)
0

konstant bleibt. Dies ergibt zusammengefalit die
Variationsbedingung

O(E,+E.—pV)=0 (5)
mit freiem Parameter p. Hieraus folgt nach der
Evierschen Differentialgleichung die Minimums-
bedingung

3 P. H. Keck. M. Greex u. M. L. Pork, J. Appl. Phys. 24.
1479 [1953].
4+ W.Heywaxe u. G.ZiecLer, Z. Naturforschg. 9a, 561 [1954].
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die durch Einfiihren von

_1/2Ll¢ ,_1/5 —Vozd I
z= Vg_ds’ T—]/:g—déU p=Vogd II (7)

+-2 (p-dgz) =0, (6)

in folgende reduzierte Form tibergeht:
o 1

(9/2+1)n/: - 9(9,2+l)1/3+H_é:0. (8)

Die Differentialgleichung (6) ist anschaulich die
Gleichung des Druckgleichgewichtes an einem infini-
tesimalen Flachenelement der Flissigkeitsoberfliche.
In ihr erscheint neben dem von der Erdschwere her-
rithrenden Druck (—d gz) ein Zusatzdruck p, der
durch die Randbedingungen festgelegt wird.

II. Senkrechtes Tiegelziehen

Da sich diese Randbedingungen beim senkrechten
Kristall-Tiegelziehen wesentlich vereinfachen, soll
dieser Fall vorweggenommen werden. Hier tritt eine
horizontale Fliissigkeitsoberfliche { = const auf, die
nur dort méglich ist, wo das Druckglied (I7-{)
verschwindet. Setzt man fiir diese horizontale Ober-
flache { =0, so vereinfacht sich Gl. (8) zu

o’ 1
D%  gle*+D%

—-{=0. (9)

Fiir { =0 gilt wegen des stetigen Uberganges vom
horizontalen zum gekriimmten Teil der Flissigkeits-
oberflache die Randbedingung

=, (10)
Fir grofle Stabdicken entféllt das 2. Glied in (9),

und man erhilt in erster Naherung unter Bertick-
sichtigung von Gl. (10)

&/V1+o2=42-1.

Um auch kleinere Stabradien zu beriicksichtigen, er-
rechnet man das vernachldssigte Glied in erster
Néherung:

1 _lri—Ea b
Oe

517@)1'2‘*‘1@ N Qe
(0. Stabradius).

Durch Einfithren in Gl. (9) erhalt man die zweite
Naherung:

(11)

(12)

0y

2 =1
V140, ¥

(13)

ro |y

200.
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Nun lautet die Stationaritdtsbedingung an der
Ansatzstelle /. des wachsenden Kristalls wegen Vor-
aussetzung d) unter Beriicksichtigung von Gl. (7)

o=0 fir {=4i,=Vgdfo-l,. (14)

Aus Gl. (13) ergibt sich daher
. E .
he= :] 14—1/9.- ’ (15)

d.h. der Abstand der Erstarrungsflaiche von der
horizontalen Fliissigkeitsoberfliche ist eine eindeu-
tige Funktion des Stabradius, die in Abb. 2 aufge-
zeichnet ist. Fir 0.=0 ergibt sich in der ange-
wandten Naherung der Wert 4. =0, so daf} auch fiir
kleine Stabradien Gl. (15) noch verwertbar sein
diirfte.
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Abb. 2. Maximalabstand der Erstarrungs- und Aufschmelz-
ebene von der horizontalen Fliissigkeitsoberfliche bei unter-
schiedlichen Stabradien.

III. Senkrechtes Zonenziehen

A) Stark unterschiedliche
Stabradien

Im Falle stark unterschiedlicher Stabradien tritt
wie beim Tiegelziehen ein Bereich horizontaler Fliis-
sigkeitsoberflache auf (Abb. 3), durch den der freie
Druckparameter bestimmt wird. Setzt man an dieser
Stelle wiederum (=0, so kann man sich auf die
oben gewonnenen Ergebnisse beziehen. Fir den Ab-
stand der Erstarrungsfliche vom horizontalen Be-
reich gilt ebenfalls Gl. (15). Nur gewinnt das nega-
tive Vorzeichen ebenfalls Sinn, wenn der untere
Stab statt des oberen wachst.

Neben dem Abstand der Erstarrungsfliche Z. in-
teressiert beim senkrechten Zonenziehen der maxi-

male Abstand der Aufschmelzfliche 1,. Dort gilt
fir grofle Stabradien die Randbedingung
0= fir {=1,=Vgdlo-1,, (16)
und man erhalt aus Gl. (13)
da=12/V1+1/0,. (17)
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Der Abstand Z, wird demnach bei gleichem Stab-
radius um den Faktor /2 grofer als 4. (Abb. 2).
Zu bemerken ist, dafl beim Wachsen des kleineren
Stabes bei gleichem Abstand / =4, + Z, zwischen Er-
starrungs- und Schmelzfliche eine betrichtlich gro-
Bere Materialmenge im stationdren Zustand aufge-
schmolzen ist als im umgekehrten Fall (Abb.3a,b).

b4 z
E %
ZRob A / ob. "
= 8
¢ r
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ARy &a flussig |lg
57
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% #
fest fest
a) b)

Abb. 3. Schmelzzonenprofile bei unterschiedlichen Stab-
radien; a) aufwirts, b) abwirts bewegte Schmelzzonen.
E: Erstarrungsfliche, A: Aufschmelzfliche.

B) Gleiche Stabradien
1. Schmelzzonenlange fiir groBe Stabdicken
Fir groBle Stabradien o. geht Gl. (8) iiber in
@+ 1)+ T —-{=0 (18)

oder integriert unter Berlicksichtigung der Rand-
bedingung (14)

-y
0

Aus der Gleichheit von oberem und unterem Stab-
radius folgt

(&2-I¢

Vi—&(2—1I)® i+ 0.

(19)

«¢&r2-I1¢ dc=0.

J yi—zcp—m® (20)
0

Eine eingehende Diskussion dieser Gleichung
zeigt, daB |Z| solange mit |1 steigt, wie der Nen-
ner der Gleichung im gesamten Integrationsbereich
nicht verschwindet. Der Maximalwert von | 7| ergibt
sich daher fiir verschwindenden Nenner an der

Stelle =7, d. h. fir
II=31i-1/A. (21)
Das Einfithren von Gl. (21) in Gl (20) liefert

unter Verwendung von

E=1t, (22)

W.HEYWANG

1
Ca-% a-)
e ———dt=0. (23)
J 1-e2(1-7 (1—1)*
. 2
Die numerische Auswertung dieser Gleichung
fuhrt auf

A=1284, II-=+1,07. (24)

Dabei gilt das obere Vorzeichen beim Ziehen der
Zone nach oben, das untere beim Ziehen nach unten.
Berechnet man unter Zuhilfenahme dieser Werte das
vernachlissigte Glied 1/0)/1+ 02, so zeigt sich, dal
es nahezu im gesamten Bereich 0 <</ ungefdhr
den Wert 1/0, annimmt. Damit ergibt sich in nich-
ster Naherung /1= *£1,07 +1/0,, wiahrend 2 kon-
stant bleibt.

2. Schmelzzonenlinge fiir kleine Stabdicken

Um auch Aussagen tiber die maximale Schmelz-
zonenldnge bei kleinen Stabradien zu erhalten, ent-
wickelt man ¢ nach Potenzen von (:

0=00+aP+b3+clt. (25)

Das Einsetzen in die Differentialgleichung (8) er-
gibt folgende Zusammenhénge fiir die Koeffizienten:

2a—1/op+11=0, b=1/6,

206)
c=a*—a/60y—all2 g2 . W)

Da fiir £ =7 0= 0, wird, gilt schlieBlich
at+il+ci2=0. (27)

Nun ist z. B. der Koeffizient a so zu wihlen, daf} #
ein Maximum wird, d. h.

1+ (dc/da)22=0. (28)

Durch algebraische Umformungen ergibt sich schlieB3-
lich mit o =a/o,

A=El 12 142 3q2’

PiaHdE—i e (29)
2 2(1_ )
Qo” 2 -

T 12)12+4a—3a"

Dies ist eine Parameterdarstellung der gesuchten
Grenzkurve des Existenzbereichs. Thre Giiltigkeit ist
auf kleine a- bzw. 0,-Werte beschrankt; man erhilt

schlieBlich fir sie

L=TV120,, II=1/0y+0(00*) . (30)

Bemerkenswerterweise hingt der Absolutwert der
maximalen Schmelzzonenlidnge weder fiir grofle noch
fiir kleine 0, von der Zugrichtung der Zone ab. Das
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bei groflen Stabradien aufgetretene, von der Zug-
richtung abhéngige konstante Druckglied verschwin-
det bei kleinen Stabradien, so dafl der Druck an der
Erstarrungsfliche unabhéngig von der Zugrichtung
umgekehrt proportional zum Stabradius wachst.

3. Ndiherungsbetrachtung fiir mittlere Stabradien

Die sich aus Gl. (24) und (30) ergebenden
Grenzgeraden geben schon einen gewissen Uber-
blick tiber den Existenzbereich senkrechter Schmelz-
zonen (vgl. Abb.4). Um auch noch einen Anhalts-
punkt fur die Interpolation zwischen beiden Asym-
ptoten zu erhalten, fiihrten wir folgende Niherungs-
betrachtung fir den Fall einer eingeschniirten
Schmelzzone (Erstarrungsflache unten) durch.

Wenn an der Stelle maximaler Einschniirung das
Druckglied 17 — i, verschwindet, so lafit sich die
Kurve 0({) durch eine Kettenlinie in der Umge-
bung des Minimums approximieren

0=Ccosh “—&"‘i“ s (31)
Der Existenzbereich dieser Kurvenschar ist einge-

hiillt durch die Geraden

6h= * 135(:11‘:|nin) . (32)

Des weiteren entnimmt man aus einer der Einfach-
heit halber mit dem dritten Glied abgebrochenen
Potenzreihenentwicklung nach Art der Gl. (25) die
gendherten Zusammenhinge (vgl. Abb. 6)

IT=1/0y+ %7 (33)

und

%/"::min:I]. (34)

Die gesuchte Kurve wird nun in dem betrachteten
Fall in ihrem oberen Teil durch eine Kettenlinie ap-
proximiert, die fir o0=po, die Geraden (32) be-
rihrt. Daraus ergibt sich zusammen mit Gl. (33)
und (34) der Kurvenpunkt

i=20=16. (35)

Diese Betrachtung 14t sich nun noch dadurch er-
weitern, dal man auch solche Fille in Betracht zieht,
wo [II— (i, nicht vollig verschwindet®. Durch
Naherungsrechnung erhélt man dann aus Gl. (8) an

Stelle von Gl. (31)

5 Beriicksichtigt man neben dem Wert von //—_ an der
Stelle der Einschniirung auch noch den Gang mit £, so er-
geben sich weitere in (J—Cmin) ungerade Korrekturglie-
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O:CCOSh:_:mi“
- (&
- 741‘ ([I = :min) C2cos h3 > '_émi“ . (36)
3 [ ‘ .—_‘l

&y
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=
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Abb. 4. Maximale Schmelzzonenldnge bei gleichen Stab-
radien (analytische Ndherungskurven sind ausgezogen).

Damit verschiebt sich die Grenze des Existenzberei-
ches in der Umgebung des betrachteten Punktes
(35) um

e 1 « > -
Ch= :mdﬂ)h: i053([1_5min) On” . (37)

Zusammen mit Gl. (33), (34) und (35) erhalt man
schlief3lich

=20y+09 002<i = é) oder 7= 292 (38

20 1+0.3 04°

1, 0970

und 4+ :
09 1+0.3 0,?

(39)

Im Bereich um g, =116 wurden die Naherungs-
kurven (38) und (39) ebenfalls in Abb. 4 und 5

eingetragen. Sie passen sich gut an die bekannten

Al

aufwarts bewegte
Schmelzzone

2 Y
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\ o) ermittelte Punkte
0 N\
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~| Schmelzzone
\\

} T—
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=

Abb. 5. Druck auf die Erstarrungsfliche bei maximaler
Schmelzzonenldnge (analytische Ndherungskurven sind aus-
gezogen) .

der, die in erster Ndherung die Breite des Existenzberei-
ches der Kettenlinie nicht beeinflussen.
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asymptotischen Kurven an. Nichtsdestoweniger schien
es ratsam, diese Ndherung auch numerisch zu tiber-
priifen.

fest

cl’||ll'!- -3

0
Z K
fest
Abb. 6. Schmelzzonenprofil.

4. Zeichnerische Lésung
Die Differentialgleichung (8) 1aBt sich leicht auf

die Form bringen

rk:f(é‘a 9, Q,’ H) (4‘0)

(rx = Krimmungsradius),

da das erste Glied der Gleichung gerade die Kriim-
mung darstellt. Damit ist die Moglichkeit gegeben,
spezielle Losungen fiir das Stabilitatsproblem schritt-
weise zu zeichnen durch Zusammensetzung von Teil-
stiicken der Kriimmungskreise.

Es wurde nun g, beliebig gewihlt und /7 solange
variiert, bis das Maximum von Z auftrat. Eine so
entwickelte Kurvenschar zeigt fir aufwérts (ent-
gegen der Erdschwere) laufende Zone Abb. 7 a und

;

s
. 7

et

l
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. K\J
1

/
Abb. 7a. \ﬁ
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Bewegungsrichtung der Schmelzzone — =

15 20
p-
Abb. 7. Zeichnerisch ermittelte Schmelzzonenprofile.
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fiir abwirts laufende Abb. 7b. Es ergab sich hierbei
in Ubereinstimmung mit den asymptotischen analy-
tischen Ergebnissen kein nennenswerter Unterschied

von ;'mﬂx .
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Abb. 7b.
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Einige auf diese Weise ermittelten Werte von 4,
und // sind in Abb. 4 und 5 eingetragen. Es ergibt
sich sowohl fiir die Schmelzzonenldnge als auch fir
den inneren Druck eine gute Ubereinstimmung mit
den analytisch gewonnenen Nédherungen.

Ferner lassen sich aus den Zeichnungen folgende
GesetzmaBigkeiten entnehmen:

1. Bei aufwartslaufender Zone ist die Schmelze ein-
geschniirt, bei abwirtslaufender Zone ausgebaucht.

2. Fur konstanten Stabradius wichst bei aufwirts-
laufender Zone der Innendruck an der Erstar-
rungsfliche, je weiter die Stabenden auseinander-
gezogen werden, wihrend er bei abwirtsfahren-
der Zone abnimmt. Dies ist verstdndlich, da die
gesamte Flissigkeitssdule im ersten Fall auf der
Erstarrungsflache lastet, wiahrend sie im zweiten
Fall an ihr héngt.

IV. Diskussion

Bei der Aufstellung der Differentialgleichung und
der Randbedingung (14) wurden einige vereinfa-
chende Annahmen gemacht, deren Zulassigkeit dis-
kutiert werden soll.

Die Begrenzungsflichen der festen Stabenden wer-
den im allgemeinen nicht eben, sondern in die
Schmelze gewdlbt sein. Solange diese Wolbung in
mifigen Grenzen bleibt, so dall die Benetzung der
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Stabenden nicht gestort wird, ist keine Beeinflus-
sung des Ergebnisses zu erwarten, da der hydro-
statische Druck durch eine Einbuchtung des festen
Teils nicht verdndert wird.

Durch die Volumenidnderung bei der Phasen-
umwandlung wird die Stationaritdtsbedingung auf
der Erstarrungsseite bei geniigend langsamer Ver-
suchsfithrung hochstens unwesentlich veriandert. Die
angenommene vollige Benetzung iiber den Quer-
schnitt der festen Zylinder wurde experimentell gut
bestatigt.

Die analytische Naherung ist nicht frei von wei-
teren Vernachlassigungen, doch schliefen die Ergeb-
nisse der verschiedenen Naherungsmethoden gut an-
einander an. Uberdies werden sie durch die Ergeb-
nisse der zeichnerischen Losung, die bei geniigen-
dem Arbeitsaufwand weitgehend der exakten Losung
angendhert werden kann, gut bestatigt.

Allgemein gelten fir den stationdren Zustand fol-
gende GesetzmalBigkeiten.

Die maximale Schmelzzonenldnge nimmt zunéchst
mit wachsendem Stabradius linear zu und strebt
dann fiir grofle Stabradien einem Grenzwert zu. Sie
wird hochstens unwesentlich von der Zugrichtung
der Zone beeinfluf3t.

Vergleicht man die fiir stark unterschiedliche und
fiir gleiche obere und untere Stabdicke gewonnenen
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Ergebnisse, so zeigt sich folgendes: Der Grenzwert
der maximalen Schmelzzonenldnge fiir sehr dicke
Stabe liegt bei unterschiedlichen Stabradien mit
(74 + 2¢) max = 3,41 nicht wesentlich iiber A5y = 2,84
fiir gleiche Stabradien. Extrapoliert man die fir
unterschiedliche Stabdicken erhaltenen Ergebnisse
auf gleiche Stabradien ¢, = 0., so erhilt man fiir
Jmax = (Ay +4.) einen Wert, der nur unwesentlich
iber dem direkt ermittelten Grenzwert liegt. Die
Ubereinstimmung ist dabei um so besser, je kleiner
der Stabradius ist. Eine Interpolation fiir schwach
unterschiedliche Stabradien erscheint damit ohne
weiteres moglich.

Im Vorhergehenden wurde nur der stationdre Zu-
stand behandelt, dieser stellt sich erst nach einer ge-
wissen Anlaufzeit ein. Beim ersten Aufschmelzen
einer bestimmten Zone wird der hydrostatische
Druck durch das aufgeschmolzene Volumen be-
stimmt; die Stationaritdtsbedingung ist selbstver-
standlich zunichst nicht erfiillt, sondern stellt sich
erst beim weiteren Ziehen der Zonen ein. Ist die
Schmelze z. B. an der Erstarrungsseite eingeschniirt,
so wird weniger erstarren als aufschmelzen; folglich
wird das Volumen der Schmelze zunehmen, so daf}
der Einschniirung entgegengearbeitet wird.

Herrn Dr. G. ZiecLer mochte ich fiir viele anregende
Diskussionen meinen besten Dank aussprechen.

Die Wirkung von Fremdelementen und Warmebehandlung
auf die elektrischen Eigenschaften von hochgereinigtem Tellur'

Von H. KroNmiLLER, J. Jaumany und K. SeiLer

Aus dem Insiitut fiir Theoretische und Angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 11 a, 243—250 [1956] ; eingegangen am 1. Februar 1956)

Tellur wird durch Destillation und Sublimation soweit gereinigt, dal} elektrisch im Storleitungs-
bereich noch einige 10'* Storstellen/cm?® nachgewiesen werden. Der Einflul geringer Zusitze von As,
Sb, Br und J auf Hari-Effekt und Leitfihigkeit wurde im Bereich von —140° C bis 300° C unter-
sucht. Es ergibt sich u. a. in allen Féllen Defektleitung. Die Halogene dotieren viel weniger als As
und Sb, die pro Atom etwa 1 Defektelektron erzeugen. Abschreck- und Temperversuche legen die
Annahme nahe, daf3 besonders bei hochgereinigtem Material Fehlordnungserscheinungen die Triger-

erzeugung mitbestimmen konnen.

§ 1. Problemstellung

Tellur ist ein gut kristallisierbarer und verhalt-
nismélig leicht zu reinigender Halbleiter, der des-
halb interessant ist, weil er nicht wie Germanium
und Silicium amphoter dotierbar ist. Andererseits
ist wegen der Strukturverwandtschaft zum Selen zu
hoffen, dafi Tellur-Untersuchungen Einblicke in den

verwirrten Leitungsmechanismus des Selens ermog-
lichen. Es ist auch moglich, diinne Tellur-Schichten
zu erzeugen und deren Halbleiter-Eigenschaften mit
denen des massiven Stoffes zu vergleichen.

! Vorgetragen auf der Gautagung der Physikalischen Gesell-
schaft von Wiirttemberg —Baden —Pfalz vom 25.—27.4.
1952 in Uberlingen (Phys. Verh. 1952, S. 23).



